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Epreuve de Mathématiques II : Un corrigé'’

Premiere partie

Résultats préliminaires

Dorénavant (Ey1,E12,E2,1,E2) désigne la base canonique M3(R).

b
1.1.1. Soit A = < ¢ ) € M3(R). On a
c d
X—-a —b 9 9
XA = X =X —-a)(X—=d)—bc=X*—(a+d)X +ad—bc=X"—tr(A)X + det(A),
—c _
donc

Aeld <= A possede deux valeurs propres réelles distinctes
<= x4 possede deux racines réelles distinctes
— A= (tr(A))* —4det A >0,

ainsi U = {A € Ma(R) : (tr(A))% — 4det A > o}.

a
1.1.2. Pour tout A = (
c

b
p > € Ms(R), on a

tr(A)=a+d et det(A)=ad— bc,

donc les applications A — tr(A) et A — det(A) sont polynomiales en les coefficients de A, des lors elles

sont continues.

1.1.3. e La matrice diagonale A = diag(1,0) possede deux valeurs propres réelles distinctes, a savoir 0 et 1, donc

A € U et par suite U # 0.

e Considérons I'application ¢ : A — (tr(A))? — 4det A, définie sur Ma(R) et & valeurs réelles. Comme les

applications A — tr(A) et A — det(A) sont continues d’apres la question précédente, alors I’application

¢ est aussi continue en tant que somme d’applications continues. Par ailleurs, on a >

U={AeMyR) : p(A) >0} ={A e My(R) : p(A) €]0,+00[} = ¢~ (0, +00])

et, comme ]0 + oo[ est une partie ouverte de R, alors® U est un ouvert de Ms(R).

1.1.4. D’apres la question 1.1.1. On a

{(trA,det A) : AeU} = {(trA,detA) cdet A < i(tr(A))2} = {(az,y) eER? : y< ix2}

1. Ce corrigé est proposé par Adham Elbekkali, professeur de mathématiques de la classe PCSI 2 au CPGE de Tanger
2. Soient f : E — F une application et B C F. L’image réciproque de la partie B par ’application f est fﬁl(B) ={zeFE : f(z) € B}
3. L’image réciproque d’un ouvert par une application continue est un ouvert.
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y=

1 | o

1.1.5. e Soit A € U, alors A est une matrice carrée réelle d’ordre 2 possédant de valeurs propres réelles distinctes,
des lors A diagonalisable dans Ms(R).

) a b
e Soit M =
c d

) €V.Onaxy =X?—tr(M)X + det(M), donc

" tr(M) + 1/ (t(M))? — 4det M tr(M) — /(t(M))? — 4det M
- 2

Sp(M) = ¢ A( (M) = .

X

Déterminons le sous espace propre Ey ) (M). Soit X = ( ) € M31(R). On a

Y

ar + by = \N(M)zx

MX =)X <+
cx+dy = AM)y

— MM by =0
o [@aane
cx+(d—AXM))y=0
AM) —
— Y= (b)ax car b # 0 puisque M € V
cx+(d—AXM))y=0
_AM) ~a
= V= b
0=
AM)—a
= y= P—
T 1
donc E)\(M) = AM) —a : x €R ) = Vect AM) —a . En échangeant les roles de A\(M)
A2, A2
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1
et u(M) on trouve E,,(pp) (M) = Vect w(M) —a . On déduit la relation de diagonalisation suivante
b
_1 A0 1 1
Ji(M)™"M fi1(M) = avec fi(M) = [ A(M)—a p(M)—a
0
b b
Comme les applications M —— A(M) et M —— p(M), définies sur V et a valeurs réelles, sont continues,
ANM) — M) —
alors les applications M +—— (b)a7 M — M et M —— 1, définies sur V et a valeurs réelles,
A(M) — M) —
sont aussi continues, du coup I'application fi : V — FEy 1+ Ei12 + (b)aE2,1 + 'u(b)aEz,% définies

sur V et a valeurs My (R), est continue.

. a b
1.2.1. Soit M = ( p ) € M3(R). on a
c

Me¥¢(B) <= MB=BM
<a b)(a 0) (a 0)(@ b)
<~ =
c d 0 p 0 p c d
(aa Bb) <aa ab)
— =
ac ad Be  Bd
<— pb=abet ac=fc
— P-abh=(a—-pFc=0
<~ b=c=0, cara#pf

donc‘g(B):{<a Z)EMQ(R) : b:c:0}2{<g 2) :a,dER}.

1.2.2. On a
UBU'=VvBV! «— (V'U)B=B(WV'U)

— VU e?M)
<= VU est diagonale d’apres la question précédente.

1.3 Notons Cj et Cy les colonnes de la matrices P, et « et (3 les coefficients diagonaux de D : D = diag(«, ). On a

P'MP=D <+ MP=PD

a0
= M Ci|Cy | =] C1|C

018
<~ MCy | MCy = aCy + 00y | 0C1 + BCy
= MCy | MCy | =] aCy | BCo

e MClzozCl et MCQZ/BCQ
<= « et (8 sont les valeurs propres de M et C7 et Cy sont des vecteurs propres de M
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Deuxieme partie

Quelques propriétés du groupe spécial orthogonal en dimension 2

b 24 p? bd
2.1. Soit M= © € € M3(R). On a'AA = ¢ S I e , donc
b d c d b d ac+bd &+ d?
AcSOyR) <= 'AA=1I et detA=1

2 2

b bd 10
@t act = et ad —bc=1
ac+bd &+ d? 01

<

a?+b =1

A +d*=1
<

ac+bd=0

ad —bc=1

a?+b=1

(a—d)?+(b+c)*=0 Ly< Ly+ Ly —2L4
<~

ac+bd=0

ad —bc=1

a2+ =1

d=aetc=—-b
<

ac+bd=0

ad —bc=1

a?+b=1

d=aetc=-b
<~

0=0

A+ =1

A+’ =1
s s
d=aetc=-b

d’oﬁSOQ(R):{(Z 2)EM2(R) : a2+b2:1,d:aetc:—b}

2.2. o SO3(R) C GL2(R) car : VA € SO2(R), det A =1 # 0.

Il
—
Y

>t 2
o |
>
~
m
g
—
=
S|
o
_l_
S
o
Il
[
——

o I € SO2(R) car ‘I Iy = IyIy = I et det Iy = 1.

e Soient A, B € SO2(R). On a "(AB)(AB) = '‘B(*BA)B = 'BI,B = '"BB = I, et det(AB) = det Adet B = 1,
donc AB € SO2(R).

e Soit A € SOs(R). Ona’ (A1) A~ = (fA) "' A~ = (4'A) ' = [;' = I, donc A~" € SO5(R).
On en déduit que SO2(R) est un sous-groupe de GLa(R).
2.3.1. Pour tout 8 € R, on a
®(0) = cos(0)Ey 1 —sin(0)E1 2 + sin(0) Ea 1 + cos(8) Er 2,

donc 'application ® est continue puisque cos et sin sont continues.
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2.3.2.

2.4.1.

2.4.2.

2.4.3.

2.4.4.

9 5 . cosf) —sinf
e Pour tout 6 € R, on a cos® 6 + sin“ 60 = 1, donc, en vertu de la question 2.1., ®(0) = €

sinf  cosd
SO2(R). D’ou l'inclusion ®(R) C SO2(R).

e Soit A € SO3(R), alors, en vertu de la question 2.1., il existe a,b € R tels que

—b
Az(a ) et a?+0b2=1.
b a

De a?+b% = 1, on déduit I'existence de 8 € R tel que a = cos 6 et b = sin 0, par suite A = (

cosf) —sind >

sinf cos6
®(0) € (R). D’ou l'inclusion SO2(R) C ®(R).

e Conclusion : ®(R) = SO2(R).
Puisque l'application 7' : M +— "M, définie sur My(R), est linéaire et Mo(RR) est un espace vectoriel de
dimension finie, alors* elle est continue.
Par définition de SO2(R), on a

YU € SO5(R), U '="U,
donc 'application ¢ : U — U1, définie sur SOo(R), est la restriction de 'application T : U — ‘U, définie
sur Mo (R), qui est continue d’apres la question précédente, ainsi I'application ¢ : U — U~! est continue.

Considérons les applications ¢ : U — UA et ¢ : U — (¢(U), p(U)) = (UA,U™1), définie sur SOo(R), et
U : (A, B) — AB, définie sur Ma(R) x M3(R), de telle sorte que

YU € SO2(R), Woy(U) =V (y(U)) =@ (UAU ) =UAU ..

e L’application U — U A, définie sur M3 (R) qui est un espace vectoriel de dimension finie, est linéaire, donc
elle continue, par suite sa restriction a SO2(R), & savoir ¢, est continue. Par ailleurs, d’apres la question

précédente, I’application ¢ est continue, dés lors application ¢ : U — (¢(U), ¢(U)) est continue.
e U est une application bilinéaire sur I'espace vectoriel M2(R), qui est de dimension finie, donc > elle continue.

e Conclusion : I'application A = o) : U +— Worh(U) = UAU ! est continue comme composée de deux

applications continues.

On considére I'application 7 : Ma(R) — R définie par

C

wx:(“ Z)eMQ(]R{), 7(A) = a.

Il est clair que 7 est linéaire et, comme Ms(R) est de dimension finie, alors 7 est continue.
Maintenant, considérons ’application S = mooc0Ao® :

SR -2 SO4(R) 25 74 - Ma(R) 5 R.

Comme les applications ®, A, o et 7 sont continues, alors 'application est aussi continue.

Supposons par l'absurde que o n’est pas constante. Puisque o (#4) C {Bi1, B2} et o n’est pas constante,

4. Toute application linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie vers un autre est continue

5. Tout application bilinéaire d’un espace vectoriel de dimension finie vers un autre est continue
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alors o (L4) = {Bi1, B2}. D’apres la question 2.3.2., on a ®(R) = SO3(R) et, par définition de .#4, on a
A(SO2(R)) = %4 et enfin 7 ({By, B2}) = {«, 8}, des lors S(R) = {«, 8}. Comme S est continue, alors S(R)
est un intervalle de R, ce qui absurde puisque on vient de trouver que S(R) = {«, 8} et {a, } n’est pas un

intervalle de R.

Troisieme partie

Non continuité de la diagonalisation dans tout ’'ouvert U

3.1.1. e Pour simplifier I’écriture on écrit Cy et Cy au lieu de C1 (M) et Co(M).

e Puisque f~1(M)M f(M) est une matrice diagonale, alors, d’apres la question 1.3., les vecteurs colonnes de

f(M) dont des vecteurs propres associées aux deux valeurs propres distinctes de M.

e Posons D = f~Y(M)M f(M) et notons a, 3 les coefficients diagonaux de D. Donc M f(M) = f(M)D et
en suite " f(M)M f(M) = 'f(M) f(M)D. En transposant les matrices des deux membres de cette égalité et
en tenant du fait que M, S € .%(R), on obtient *f(M)M f(M) = D' f(M)f(M). En combinant ces deux
derniere égalités, on déduit D' f(M)f(M) ="f(M)f(M)D (x). Par ailleurs, on a

LF(M) f(M) ' ol o eirel gele (Ch,Ch) (Ch,C4)
- 1] G2 | = = ’
'Cy LCyCy tCyCy (Cy, Cy) (Cy, Cy)
donc
t (>0 (C1,Cr) (C1,Co) | * *
D' f(M)f(M) = ( 0 3 ) ( (C1,Ch)  (Cy, Cy) ) - ( B(Ch.Co) ) (%)
et

. (C1,C1) (C1,C%) a 0 * *
M)f(M)D = = * % %),
JADTan < (C1,C2) (Cq,Cy) > ( 0 p ) < a(C1,Ca) * > bex)
En combinant (%), (xx) et (* x %), on déduit que a (Cy,Cs) = f(C1,Cs) ou encore (a — ) (C1,Cs) = 0. 11

s’ensuit que (C1,Cy) = 0 puisque o # 3, c.a.d. Cp et Cy sont orthogonaux.
3.1.2. On a

(CL(M), Co(M)) =0,

Cre ([OUD_ GO0 1
IC1 (M)l [C2(M)]l, 1CL(M)]|5 [[C2(M)]]
CiM) o CiM)
1CL(M) ], ICv @),

3.1.3. Puisque a(M) est le determlnant d’une matrlce qu1 est orthogonale d’apres la question précédente, alors

a(M)=+1.0na ||a(M)—r—+— Ci(M H =1, <a(M) CL(M) Co(M) > =0et
2 G ||2 2 B

[Ca(0 H2 @D, TC2(0)
o —det [ Gi(M)  Gy(M) \ _ ot (C1M)  Ca(M) N\ _
det{g(M)) dt( (M)HCl(M>H2’HCz(M)!2) (M)dt(\@(M)Ib’HCz(M)Hz) (M)a(d) =1

H ICy (M ||2 H 1Ca(M Hg

donc la matrice dont la premiere (resp. la deuxiéme) colonne est ) est orthogonale.

donc g(M) € SO2(R).
3.1.4. « On a

VM €U N .%(R), g(M):<a(M) Ci(M) ~_Ca(M) )

ICL (M)l [[Co (M)l

adhamcpge@gmail.com 6/10 Adham Elbekkali



Epreuve de Mathématiques II : un corrigé

Puisque l'application f: M —— f(M) = (C1(M),Ca(M)) est continue, alors les applications C et Cy sont

continues, et de plus 'application o = detof est continue comme composée de deux applications conti-

C1(M) et M — Co(M)

nues, donc les applications M — a(M )m W
1 2 2 2

sont continues et par conséquent
I’application g est continue.

e Soient M € U N.%(R), L1 et Ly les lignes de la matrices M et D = diag(\,p) = f~{(M)Mf(M). On a
Mf(M) = f(M)D, donc

L4 A0
LQ 0 1%
LiCi(M) | LiCoy(M)
= | ACL(M) | pCo(M) LT
LoCi(M) | CaLa(M)
Des lors
o N C1(M) Ca (M)
MO = )| Y aant, | TeanT,
C1(M) Co(M)
“Mbvyeann, “ieonr,
Ci(M) Cy(M)
“Mbennl, e,
) (M) L1C1(M) . L1Cy (M)
B |C1(M)]|, |Ca(M)]|4
LyCy (M) LyCo(M)
_ O‘(M> ) 71 apres
= | TR M| Jean, D | dares 4
| aap QD) Ca(a) Ao
= | “Meann, 16000,

Mg(M) = g(M)D,
ainsi g(M)"*Mg(M) = D. Finalement la matrice g(M) 1 Mg(M) est diagonale.
3.2.1. Soit M € .#g. 1l existe donc U € SOs(R) tel que M = UBU™'. Puisque M et B sont semblables, alors
Sp(M) = Sp(B) = {a, 8}, donc M admet deux valeurs propres réelles distinctes et il s’ensuit que M € U.

Comme U € SO2(R), alors U™ = ‘U et par suite M = UB'U. On a 'M = '(*'U)!D'U = UD'U = M, donc
M € #(R). Ainsi M € U N H(R). D’ou l'inclusion .5 C U N S (R).

3.2.2. e Soit M € ./g. D’apres la question précédente, on a .5 C U N .S (R), donc M € U N .%(R), des lors, selon
la question 3.1.4., h(M)™*Mh(M) = g(M)"'Mg(M) est diagonale.
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3.2.3.

3.2.4.

3.3.1.

e On a h(M) ' Mh(M) est semblable & M et M est semblable & B puisque M € .#5, donc, par transitivité,
h(M)™*Mh(M) est semblable & B et par suite Sp(h(M) " 'Mh(M)) = Sp(B) = {a, 8}.

Notons o : M — h(M)~'Mh(M) DPapplication définie sur .5 et & valeurs dans Ms(R). Soit M € ¥,

d’aprés la question précédente, la matrice (M) 'Mh(M) est diagonale et Sp(h(M) 'Mh(M)) = {a, 3},

donc :

o(M) = h(M)~""Mh(M) = ( 3‘ g > ou  o(M) = h(M)""Mh(M) = ( g Z > ,

0 «
Montrons maintenant que Papplication o est continue. Considérons donc 'application ¥ : (Ay, Ag, A3) —

A1 AgAs, définie sue (My(R))? & valeurs dans My (R), et Papplication ¢ : M — (h(M)™', M, h(M)), définie
sur .%p et & valeurs dans (My(R))?, de telle sorte que

0
ce qui implique que o(.B) C {B,B’} ou B = ( 2 )

VM € S, Wop(M) = (h(M)~", M, h(M)) = h(M) *Mh(M) = o(M).

11 est clair que I’application ¥ est trilinéaire, donc elle continue puisque M3z (R) est de dimension finie. De plus
I’application ¢ est continue puisque les applications h : M —s h(M), M — h(M)™* et M — M, définies
sur .z, sont continues, ainsi 'application o = Yo¢ est continue.

En résumé, on vient de montrer que o : .5 — M3(R) est continue et que o(p) C {B, B’}, donc, d’apres

la question 2.4.2., o est constante, c.a.d.
VM.g, h(M)"*Mh(M)=B ou YM.%g, h(M)"*Mh(M)= B
Supposons qu’on n’est pas dans le cas voulu, c.a.d.
VMg, h(M)"*Mh(M)=B". %

Puisque B et B’ sont diagonalisables ( car elles sont diagonales) et Sp(B) = Sp(B’) = {«, 8}, alors B et
B’ sont semblables, d’ou I'existence de P € GL2(R) tel que P~ 'B'P = B %%. En combinant % et %%, on
obtient

vYmsg (W(M)P)~" M (h(M)P) = P~' (h(M)"*Mh(M)) P = P"'B'P = B.

On en déduit que, pour se ramener au cas voulu, il suffit de remplacer ’application A par ’application M +——

h(M)P qui est aussi continue.

Soit U € SO2(R). On a UBU™! € .g, donc, par hypothese, on a
(h(UBUY))  (UBU Y)WUBU ') =B

ou encore

(U hwBU) ™ B (U UBU)) | = LB,

donc, d’aprés la question 1.2.2., la matrice I, (Uﬁlh(UBUfl))f1 = h(UBU YU est diagonale, c.a.d.
il existe a,b € R tels que h(UBU Y)~'U = diag(a,b). En vertu de la question 3.1.3., on a h(UBU ') =
g(UBU™ 1) € SO2(R), donc, d’apres la question 2.2., h(UBU ')~ € SO(R) et, comme U € SO3(R), alors,
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d’aprés la question 2.2., diag(a,b) = h(UBU 1)U € SO2(R), ce qui entraine que *diag(a, b) diag(a, b) =
I et det (diag(a,b)), c.a.d. a®> =b® =1 et ab = 1 et par suite (a,b) = £(1,1). Finalement

R(UBU 17U = diag(a,b) = +1s.
3.3.2. e Pour tout U € SO3(R), on a

Yop(U) = (p(M))
Y (UBUY, n(UBU)7'U)
h(UBU HYWUBU YU
U
= ldgo,m) ((U),
donc Yoy = Idgo,(r) -
e Pour tout (M, D) € /g x {—1I,12},on a

poy(M, D) =

=
=
S

- <h(M)DB (h(M)D) 1,h(h(M)DB(h(M)D)‘l)_lh(M))
h -1

(M)~ h (W(M)DBD 'h(M)™1)

Dl
— -1

- h(M)D>
M)Bh(M)™', h (h(M)Bh(M)™") h(M)D) car D = +I,, donc DBD™' = DD 'B=B

= (M,h(M) *h(M)D) car h(M)"'Mh(M) = B, donc h(M)Bh(M)™! = M

= Id:VSX{*IQ,IQ}(M7 D)v

donc o) = Id g, {— 15,15}
e Conclusion : les applications 1 et ¢ sont bijectives et ¢! = .

3.3.3. e L’application F' : U — tr (h(UBU_l)_lU), définie sur SO2(R) et a valeurs réelles, est continue car c’est

une composée d’applications continues.
e D’apres la question 3.3.1., on a
VM € SO5(R), h(M) *Mh(M)=—I, ou h(M)"*Mh(M) = I,
donc
VM € SO2(R), tr (h(M) 'Mh(M)) = tr(—I) = =2 ou tr (h(M) 'Mh(M)) = tr(I) =2,

des lors F (SO2(R)) € {—2,2}.
On a (B, 1), (B, —13) € /g x {—1I3, s} et application ¢ : SO2(R) — B x {—1Is, I} est bijective d’apres
la question précédente, donc il existe U, U’ € SO2(R) tels que

e(U) = (UBU ", W(UBU ")'U) = (B, L) et p(U') = (U'BU ', W(U'BU"1)'U') = (B, - L),
puis
MUBU YU =1, et W(U'BU 1)U’ = — L,

par suite F(U) = tr (UBU)7'U) = tr(Iy) = 2 et F(U') = tr (U'BU")7'U’) = tr(—12) = —2. Do
I'inclusion {—2,2} C F (SO2(R)). Finalement F' (SO2(R)) = {—2,2}.
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3.3.4. D’apres les questions 2.3.1. et 3.3.3., les applications ® et F' sont continues, donc 'application
o F
Fo®:R — SO3(R) — R
est continue et par suite® Fo®(R) est un intervalle de R. En vertu des questions 2.3.2. et 3.3.3., on a
Fo®(R) = F (®(R)) = F((SO2(R)) = {-2,2},

ce que contredit le fait que Fo®(R) est un intervalle de R. Ainsi ’hypothese "Il existe une application f :
U — M3(R) continue, & valeurs dans GLy(R) , et telle que, pour tout m € U, la matrice f(M)™1M f(M)

soit diagonale” est fausse.

6. I'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle
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